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5Введение
В современной научной литературе, посвящен
ной многомерной дифференциальной геометрии
[1–7], сравнительно немного статей, относящихся
к дифференцируемым отображениям. Особое ме
сто занимает статья Г.Ф. Лаптева [1], в которой с
помощью фундаментального геометрического
объекта строится инвариантная теория дифферен
цируемых отображений.
В работе изучаются фундаментальные геометри
ческие объекты первого и второго порядков диффе
ренцируемого отображения V~pN:A
~
pMN аффинного
пространства A~p в многообразие MN невырожденных
гиперконусов аффинного пространства An. Анали
тически и геометрически строятся инвариантные
геометрические образы, ассоциированные с геоме
трическими объектами отображения V~pN. Все рас
смотрения в данной статье носят локальный харак
тер, все функции, встречающиеся в статье, предпо
лагаются функциями класса C. Обозначения и тер
минология соответствуют принятым в [1–7].
1. Аналитический аппарат
1.1. Рассматривается pмерное аффинное про
странство A~p, отнесённое к подвижному реперу
R~={B
–
,–a}, (a,b,c=1,p

) с деривационными формула
ми и структурными уравнениями
(1)
Репер R~ выбираем так, чтобы точка B была теку
щей точкой пространства A~p, тогда 1формы a яв
ляются главными и за криволинейные координаты
точки B можно принять первые интегралы линейно
независимых 1форм a.
1.2. Рассматривается nмерное аффинное про
странство An, отнесенное к подвижному аффинно
му реперу R~={A
–
,e–i}, (i,j,k,l=1,n

) с деривационными
формулами и структурными уравнениям
(2)
Обозначим через MN – множество всех невы
рожденных гиперконусов q 2n–1 второго порядка про
странства An с соответствующими точечными вер
шинами Q.
Репер R выбираем так, чтобы
Q = A, (3)
тогда в его локальных точечных координатах ги
перконус q 2n–1MN определяется уравнением
(4)
Следовательно, 1формы i и 	gij=gkjik–gikjk
являются базисными на многообразии MN,
(N=(n(n+3)/2)) и удовлетворяют структурным ура
внениям:
(5)
1.3. Зададим отображение
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(6)
которое каждой точке BA~p ставит в соответствие
вполне определённый гиперконус q 2n–1MN с точеч
ной вершиной AAn. Тогда дифференциальные
уравнения этого отображения запишутся в виде:
(7)
Двукратное продолжение этих дифференциаль
ных уравнений приводит к дифференциальным
уравнениям
(8)
Здесь и в дальнейшем оператор 	 является опера
тором дифференцирования, действующим по закону
Дифференциальным уравнениям (7)–(8) удовле
творяют компоненты фундаментальных геометри
ческих объектов Г1={Aai,gij,gijk} и Г1={Aai,gij,gijk,Aiab,gijab}
соответственно первого и второго порядков ото
бражения (6) в смысле Г.Ф. Лаптева [1]:
2. Двумерные площадки аффинного пространства
2.1. В пространстве A~p рассматривается кривая
k(t), описываемая точкой BAp и определяемая
дифференциальным уравнением
(9)
Здесь величины t a при фиксированных первич
ных параметрах, т. е. при  a=0, удовлетворяют
дифференциальным уравнениям
где  – символ дифференцирования по вторичным
параметрам:
Из (1) и (9) следует, что прямая
(10)
является касательной к кривой k(t) в точке BA~p.
Поэтому в дальнейшем будем считать, что смеще
ние в направлении (9) (или в направлении t) будет
означать смещение по кривой k(t).
2.2. Как известно [1], поле точек (xi) и гиперкону
сов q 2n–1 в пространстве An будет инваринтным, если
где ~ и ~1 – некоторые произвольные 1формы.
Пользуясь этими условиями инвариантности и
учитывая (2)–(5), (9) и (10), получаем уравнения
многообразия q(t) в An, как пересечение гиперконуса
q 2n–1 с бесконечно близким (q 2n–1)' вдоль кривой (10):
Отсюда следует, что уравнение
(11)
определяет множество гиперквадрик  Q 2n–1(,t)An с
параметром , отвечающих направлению (10) и про
ходящих через q(t). Из (11) следует, что уравнение
(12)
определяет в An асимптотический гиперконус
Q~2n–1(,t) с вершиной в точке A и с параметром , со
ответствующим направлению (10). Поляра Гn–1(t)
точки AAn относительно Q
~2
n–1(,t), в силу (11),
определяемая в An уравнением
соответствует направлению (10) и не зависит от па
раметра .
2.3. Поскольку гиперконус q 2n–1An с вершиной в
точке A является невырожденным, т. е. det[gij]0, то
можно ввести в рассмотрение в каждой точке BA~p
симметрические величины gkj:
(13)
Эти величины gkj в силу (7) удовлетворяют диф
ференциальным уравнениям
Из (4) в силу (12) и (13) следует, что множество
всех точек TA~p с радиусвекторами T
–
=B
–
+ta–a таких,
что Q~2n–1(,t), (t=TB) и q 2n–1 аполярны, образует в A
~
p со
вокупность параллельных гиперплоскостей Gp–1():
(14)
Из этой совокупности гиперплоскостей выде
лим гиперплоскость Gp–1=Gp–1(0)A
~
p, проходящую
через точку BA~p и определяемую в силу (14) ура
внением
(15)
где величины la определяются следующим образом:
(16)
2.4. Рассмотрим систему величин
(17)
которая в силу (7) и (8) удовлетворяет дифферен
циальным уравнениям
Из (2)–(4), (9) и (17) следует, что уравнение
(18)
определяет в A~p гиперконус R
~
p–1 с вершиной BA
~
p,
который представляет собой совокупность всех
прямых (10), образы которых при отображении (6)
принадлежат гиперконусу q 2n–1An.
2.5. Рассмотрим прямую
Здесь величины l a=B aclc удовлетворяют в силу
(16), (17) дифференциальным уравнениям
(19)
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Геометрически прямая L является полюсом гипер
плоскости Gp–1A
~
p относительно гиперконуса R
~
p–1A
~
p.
Из множества гиперплоскостей Gp–1()A
~
p вы
делим ту гиперплоскость, которая соответствует
прямой LA~p. Из (14). (16) и (19) получаем
(20)
Из совокупности гиперконусов Q~2n–1(,t)An, от
вечающих прямой LA~p и параметру r, выделя
ется в An гиперконус K 2n–1 второго порядка с верши
ной в точке A, заданный уравнением
(21)
Здесь с учетом (5), (6), (12), (16), (19) и (20) ве
личины Cij определяются по формулам и удовлетво
ряют дифференциальным уравнениям
(22)
2.6. Заметим с учетом (8), (19) и (22), что симме
трическая система величин
(23)
удовлетворяет дифференциальным уравнениям
(24)
Геометрически с системой величин (23) ассоци
ируется гиперконус R
*
p–1A
~
p второго порядка с вер
шиной в точке BA~p, определяемый уравнением
(25)
который представляет собой совокупность всех
прямых (10), образы которых при отображении (6)
принадлежат гиперконусу K 2n–1An (см. (21) и (22)).
Как и в пункте 2.3 в случае гиперконуса q2n–1An, по
лучаем с учетом (24) уравнения алгебраической поверх
ности q~(u) – пересечение гиперконуса (25) со своим
бесконечно близким вдоль направления u=(B
–
,–a)uaA
~
p:
Отсюда получаем уравнения гиперквадрик
q~p–1(u,), отвечающих направлению uA
~
p и прохо
дящих через q~(u):
Пучок асимптотических гиперконусов q~p–1(u,)
этого пучка гиперквадрик, отвечающих направле
нию uA~p, будет определяться уравнением
(26)
Можно с учетом (22) и (23) показать, что гипер
конус R
*
p–1 в общем случае не вырождается в гипер
конус по крайней мере с прямолинейной верши
ной, проходящей через точку BA~p, т. е. det[B
~
ab]0.
Поэтому можно ввести в рассмотрение величины
B~ac: B~acB~cb=ba, которые удовлетворяют в силу (24)
дифференциальным уравнениям
Из (26) замечаем, что каждому направлению
uA~p отвечает гиперконус q~2p–1(u), который выделя
ется из пучка (26) тем, что он аполярен с гиперкону
сом (25). Этот гиперконус определяется уравнением
Отсюда следует, что каждой точке BA~p отвеча
ет гиперконус K 3p–1A
~
p третьего порядка с вершиной
в точке B как совокупность всех направлений
u=(B
–
,–a)ua, принадлежащих q~2p–1(u). Гиперконус K 3p–1
определяется уравнением
(27)
где
Таким образом, с помощью компонент геоме
трических объектов Г1 и Г2 отображение (6) в пер
вой и второй дифференциальных окрестностях
определяет в аффинном пространстве A~p распреде
ление геометрических образов (15), (18), (21) и (27).
3. Поля гиперконусов Ф pn—1An
3.1. Из (6) замечаем, что с отображением V~pN ас
социируется дифференцируемое отображение
(28)
Это отображение каждой точке BA~p ставит в
соответствие вполне определенную точку AAn, ко
торая является вершиной гиперконуса q 2n–1An.
Отображение (28) определяется дифферен
циальными уравнениями, входящими в (7) и (8):
(29)
3.2. Поле гиперконусов pn–1An
Из (1), (2), (10) и (29) следует, что каждой гипер
плоскости Гn–1(x) в An, проходящей через точку
A=VpnB и определяемой уравнением
(30)
в пространстве A~p, отвечает алгебраическое много
образие R(x), задаваемое уравнениями
(31)
Это алгебраическое многообразие представляет
собой множество всех направлений (10), вдоль
каждого из которых образы самого направления и
его дифференциальной окрестности первого по
рядка при отображении (28) принадлежат гипер
плоскости (30).
Рассмотрим пучок гиперквадрик R 2p–1(x,)A
~
p,
отвечающих гиперплоскости (30), которые прохо
дят через точку BA~p и через R(x). Из (31) следует,
что эти гиперквадрики определяются уравнением:
0; 0.i a i a bi a i abx A t x A t t
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Отсюда заключаем, что каждой точке BA~p и
гиперплоскости (30) отвечает в A~p асимптотический
гиперконус R 2p–1(x) гиперквадрик R 2p–1(), не завися
щий от параметра . Этот гиперконус определяется
уравнением
(32)
Отсюда следует, что в каждой точке BA~p в про
странстве An существует гиперконус  pn–1 класса p с
вершиной в точке AAn, представляющий собой
совокупность всех гиперплоскостей (30) в An, кото
рым отвечают в A~p вырожденные гиперконусы (32)
по крайней мере, с прямолинейными вершинами,
проходящими через точку AAn. Этот гиперконус

p
n–1An определяется в тангенциальных координа
тах xi уравнением
(33)
Здесь явный вид величин Фai1...i2ip для нас не су
щественен.
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Введение
Рассматривается отображение Vpn:A
~
pAn и дока
зывается существование (при pn и p<n) в аффин
ном пространстве An, отвечающем пространству A
~
p,
инвариантного гиперконуса q 2n–1, который в [1] счи
тался заданным. Изучаются фундаментальные гео
метрические объекты первого и второго порядков
дифференцируемого отображения Vpn аффинного
пространства A~p в аффинное пространство An. Ана
литически и геометрически строятся инвариантные
геометрические образы, ассоциированные с геоме
трическими объектами отображения.
1. Инъективное дифференцируемое отображение
1.1. В этом случае точка AAn как образ точки
BA~p при инъективном отображении Vpn является
текущей точкой pмерной поверхности (pповерх
ности) SpAn с касательной pплоскостью Lp. Аф
финный репер R={A
–
,e–i} в An (см. [1. Ур. (2)]) выби
рается так, чтобы
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